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A Hybrid Integrated Framework for Finite Element Method: Integrating Graph Neural 
Networks with Vectorized Parallel Assembly on GPUs 
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 الملخص  
تُقدم هذه الدراسة إطار عمل حسابي متقدم يُحسّن كفاءة ودقة طريقة العناصر المحددة التقليدية من خلال دمج ثلاث تقنيات  

( نموذج شبكات عصبية بيانية للتكيف 2لغاء الحلقات التكرارية، )( خوارزمية التجميع المتجهي الواعي بالنمط لإ1مبتكرة: )
( تسريع الحوسبة المتوازية باستخدام وحدات معالجة الرسومات. تم اختبار المنهجية على ثلاث حالات  3الذكي للشبكات، و)

الدقة يصل إلى ثلاثة مراتب    دراسية معيارية تشمل جريان الموائع والتحليل الإنشائي غير الخطي. أظهرت النتائج تحسناً في
% مقارنة بالطرق التقليدية. كما 93( وانخفاضاً في زمن الحساب بنسبة تصل إلى  ⁶⁻10×2.1إلى    ³⁻10×1.5عشرية )من  

%. أثبت نموذج الشبكات 26تكرارات، مع تقليل استهلاك الذاكرة بنسبة    6إلى    15رافسون من  -انخفض عدد تكرارات نيوتن
% مع الحفاظ على الدقة. تُظهر هذه النتائج 40درة عالية على التعميم مع تقليل عدد درجات الحرية بنسبة  العصبية البيانية ق

 جدوى الدمج بين الذكاء الاصطناعي والحوسبة عالية الأداء في حل مسائل الهندسة المعقدة. 

المتوازية، التكيف الذكي للشبكات، وحدات الكلمات المفتاحية: طريقة العناصر المحددة، الشبكات العصبية البيانية، الحوسبة  
 معالجة الرسومات، التجميع المتجهي. 

  Abstract: 

Title: A Hybrid Integrated Framework for Finite Element Method: Integrating Graph Neural 
Networks with Vectorized Parallel Assembly on GPUs 

Abstract: 

This study presents an advanced computational framework that enhances the efficiency and 
accuracy of the traditional Finite Element Method (FEM) through the integration of three 
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innovative techniques: (1) Pattern-Aware Vectorized Assembly algorithm to eliminate iterative 
loops, (2) Graph Neural Network (GNN) model for intelligent mesh adaptation, and (3) Parallel 
computing acceleration using Graphics Processing Units (GPUs). The methodology was 
validated on three benchmark problems including fluid flow and nonlinear structural analysis. 
Results demonstrated an improvement in accuracy up to three orders of magnitude (from 
1.5×10⁻³ to 2.1×10⁻⁶) and a reduction in computation time by up to 93% compared to 
conventional methods. Newton-Raphson iterations decreased from 15 to 6 iterations, with a 
26% reduction in memory consumption. The GNN model exhibited strong generalization 
capability, reducing total degrees of freedom by 40% while maintaining accuracy. These 
findings demonstrate the viability of integrating artificial intelligence with high-performance 
computing for solving complex engineering problems. 

Keywords: Finite Element Method, Graph Neural Networks, Parallel Computing, Adaptive 
Mesh Refinement, GPU Computing, Vectorized Assembly. 

 بحثية . المقدمة والفجوة ال1 

 الخلفية العلمية  1.1 

( الأداة الحسابية الأكثر استخداماً  Finite Element Method - FEMتُعد طريقة العناصر المحددة )
[، وصولًا 1في محاكاة الظواهر الفيزيائية والهندسية المعقدة، بدءاً من تحليل الإجهاد في الهياكل الإنشائية ] 

[. تعتمد الطريقة على تحويل المعادلات التفاضلية الجزئية  3ل الحرارة ][ وانتقا 2إلى محاكاة جريان الموائع ] 
(PDEs  إلى نظام من المعادلات الجبرية من خلال تجزئة المجال المستمر إلى عناصر منفصلة وتقريب )

 [. 4الحل باستخدام دوال الشكل ]

لعملية تواجه تحديات حسابية  على الرغم من النجاح الواسع لطريقة العناصر المحددة، إلا أن التطبيقات ا
 جوهرية تحد من قدرتها على معالجة المسائل واسعة النطاق: 

 التحدي الأول: الاختناق الحسابي في مرحلة التجميع 

( لتجميع مصفوفات الصلابة  Nested Loopsتعتمد الخوارزميات التقليدية على حلقات تكرارية متداخلة )
( للمعالج بشكل  Cacheهذه المقاربة لا تستغل بنية الذاكرة المؤقتة ) [.  5العنصرية في المصفوفة العالمية ]

 [. 6فعال، مما يؤدي إلى زيادة خطية أو أسية في زمن الحساب مع نمو حجم المشكلة ]

 التحدي الثاني: عدم كفاءة توزيع العناصر 
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قة، حتى في المناطق  تتطلب الشبكات التقليدية كثافة عالية من العناصر في جميع أنحاء المجال لضمان الد
( اليدوية تتطلب تدخلًا بشرياً Remeshing[. عمليات إعادة تشكيل الشبكة )7ذات التدرجات المنخفضة ] 

 [. 8وخبرة مسبقة، وتؤدي إلى هدر في الموارد الحسابية ]

 التحدي الثالث: بطء التقارب في الأنظمة غير الخطية 

رافسون التقليدية في التقارب أو تتطلب  -والتشوهات الكبيرة، تفشل طرق نيوتنفي مسائل المواد غير الخطية  
 [، مما يزيد الكلفة الحسابية بشكل كبير.9مئات التكرارات ]

 الأعمال ذات الصلة  1.2 

 شهدت السنوات الأخيرة تطورات مهمة في تحسين كفاءة طريقة العناصر المحددة:

 في مجال الحوسبة المتوازية:

[ خوارزميات للتجميع المتوازي على المعالجات متعددة الأنوية، محققاً تسريعاً يصل إلى  10]  Kryslقدم  
[ تقنيات لتسريع التجميع على وحدات معالجة الرسومات باستخدام  11. ]Barazzetti et al×. كما طور  8

 . CSRتنسيق 

 في مجال التكيف الذكي: 

 Wang etالبيانية لمحاكاة الأنظمة الفيزيائية، بينما قدم    [ الشبكات العصبية12. ]Pfaff et alاستخدم  
al[ .13  إطار عمل للتكيف العميق لطريقة العناصر المحددة في مسائل ]Navier-Stokes  .غير المستقرة 

 في مجال الذكاء الاصطناعي العلمي: 

(، بينما  PINNs)   [ إمكانية دمج قوانين الفيزياء في الشبكات العصبية14. ]Karniadakis et alأظهر  
 .FEM[ التطورات الحديثة في نمذجة هشاشة الهيدروجين باستخدام 15. ]Merheb et alاستعرض 

 الفجوة البحثية:

 على الرغم من هذه التطورات، لا يوجد إطار عمل متكامل يجمع بين:

 GPU. التجميع المتجهي الكامل على 1

 GNN. التكيف الذكي للشبكات باستخدام 2

 متزامن للدقة والكلفة الحسابية . تحسين 3

 مساهمات البحث  1.3 

 تتمثل المساهمات الرئيسية لهذا البحث في:
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. خوارزمية التجميع المتجهي الواعي بالنمط: تطوير خوارزمية تعتمد على عمليات المصفوفات ثلاثية  1
 (.Lock-freeالأبعاد وتلوين الرسم البياني لتحقيق توازي كامل بدون قفل )

للتكيف الذكي: تصميم شبكة عصبية بيانية بأربع طبقات تلافيفية بيانية للتنبؤ بمناطق    GNNذج . نمو 2
 .p-refinementو  h-refinementالخطأ واقتراح تحسينات 

مع ضغط البيانات على   CUDAمحسن: إعادة كتابة نوى الحساب الأساسية باستخدام  CUDA. تنفيذ 3
 (.On-the-Fly Compressionالجهاز ) 

. تحقق تجريبي شامل: اختبار المنهجية على ثلاث حالات دراسية معيارية مع مقارنة كمية مع البرامج  4
 (.ANSYS, Abaqusالتجارية )

 . الإطار الرياضي 2 

 الصياغة الضعيفة  2.1 

 لنفترض مشكلة قيمة حدية عامة ممثلة بالمعادلة التفاضلية: 

L(u) = f  في المجالΩ 

 حيث: 

- u ∈ H¹(Ω) : دالة المجال المجهولة 

- f ∈ L²(Ω)دالة المصدر : 

- L )مؤثر تفاضلي )خطي أو غير خطي : 

، ن w ∈ H¹₀(Ω)( مع دوال اختبار Weighted Residual Methodبتطبيق طريقة الباقي الموزون )
obtiener  :الصيغة الضعيفة 

∫_Ω w·L(u) dΩ = ∫_Ω w·f dΩ + ∫_∂Ω w·h dΓ    (1 ) 

 غاليركين، نختار دوال الاختبار من نفس فضاء دوال الشكل.في طريقة 

 التجزئة ودوال الشكل عالية الرتبة  2.2 

 عنصر:  N_elementإلى   Ωيُجزأ المجال  

Ω ≈ ⋃_{e=1}^{N_e} Ω_e    (2 ) 

 داخل كل عنصر، يُقرب الحل بـ: 
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u^h(x) = Σ_{i=1}^n N_i(x)·u_i    (3 ) 

 م العقدية المجهولة. القي u_iدوال الشكل، و  N_i(x)حيث  

 (. خطأ التقريب يتناسب مع: p=1( بدلًا من الخطية )p ≥ 2الابتكار: نستخدم دوال شكل عالية الرتبة )

 ||u - u^h|| ≤ C·h^{p+1}    (4 ) 

 ثابت يعتمد على انتظام الحل.  Cحجم العنصر، و    hحيث 

 صياغة مصفوفة الصلابة  2.3 

 العنصرية بالتكامل العددي )تربيع غاوس(: تُحسب مصفوفة الصلابة 

K_e = ∫_{Ω_e} B^T·D·B dΩ     (5) 

 حيث: 

- B ( مصفوفة الاشتقاق :Strain-Displacement) 

- D( مصفوفة الخصائص المادية :Constitutive) 

 . المنهجية الحسابية 3 

 خوارزمية التجميع المتجهي  3.1 

 بدلًا من الحلقة التقليدية: 

python 

for e in elements: 

    K_e = compute_element_stiffness(e) 

    K_global += assemble(K_e) 

 نقترح الخوارزمية المتجهية التالية: 

 : الحساب المتوازي الكامل 1الخطوة 

 بشكل متزامن باستخدام عمليات موترية ثلاثية الأبعاد:  K_eتُحسب جميع مصفوفات 

K_all = TensorOp(N_all, B_all, D_all)    (6) 

 موتر يحتوي على جميع مصفوفات الصلابة. K_all ∈ ℝ^{N_e × n × n}حيث 
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 : تلوين الرسم البياني2الخطوة 

 نطبق خوارزمية تلوين لتحديد مجموعات العناصر المستقلة: 

G = (V, E)  حيثV  تمثل العناصر، وE  .تمثل الاتصالات عبر العقد المشتركة 

 مجموعة مستقلة:  k[ لتحديد 16]  Greedy Coloringنستخدم خوارزمية 

C = {C₁, C₂, ..., C_k}   حيثC_i ∩ C_j  =∅  .للعناصر المتجاورة 

 : التجميع بدون قفل3الخطوة 

 بشكل متوازٍ بدون حاجة للمزامنة:  C_iتُجمع كل مجموعة 

Parallel For each color c in C: 

    For each element e in C_c (parallel): 

        K_global[indices(e)] += K_e 

 نموذج الشبكات العصبية البيانية  3.2 

 البنية المعمارية: 

 حيث:  G = (V, E, X)نمثل الشبكة كرسم بياني 

- Vمجموعة العقد :   |(V| = N_nodes) 

- E|( مجموعة الحواف :E| = N_edges) 
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- X ∈ ℝ^{N_nodes × d} )مصفوفة الخصائص )الإحداثيات، شروط الحدود، الأحمال : 

 (: GCNالطبقة التلافيفية البيانية ) 

 [: 17تتبع كل طبقة المعادلة ]

H^{(l+1)} = σ(D̃^{-1/2} Ã D̃^{-1/2} H^{(l)} W^{(l)})    (7 ) 

 حيث: 

- Ã = A + I_N  مصفوفة الاتصال مع(self-loops) 

- D̃ مصفوفة قطرية لدرجات العقد : 

- W^{(l)} أوزان الطبقة القابلة للتعلم : 

- σ ( دالة التنشيط :ReLU ) 

 البنية الكاملة: 

 [64, 128, 128, 64مع أبعاد مخفية ] GCNطبقات   4. 1

2 .Dropout  لمنع  0.3بنسبةOverfitting 

 ( Fully Connectedمتصلتان بالكامل ). طبقتان 3

 للتنبؤ باحتمالية الخطأ Softmax. طبقة إخراج مع دالة 4

 دالة الخسارة: 

L = λ₁·L₂ + λ₂·L_quality + λ₃·L_smooth    (8 ) 

 حيث: 

- L₂ = ||u_pred - u_exact||₂²  )خطأ الإزاحة( 

- L_quality = Σ_e (AspectRatio_e - 1)²  )جودة العناصر( 

- L_smooth = ||∇p||₂²  سلاسة خريطة الاحتمالية(p) 

- λ₁=0.6, λ₂=0.3, λ₃=0.1 

 خوارزمية التدريب: 

python 

Optimizer: Adam (lr=1e-3, weight_decay=1e-5) 
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Batch Size: 32 

Epochs: 200 

Early Stopping: patience=20 

 استراتيجية التكيف الذكي 3.3 

 نطبق: بناءً على تنبؤات النموذج، 

h-refinement تقسيم العناصر ذات الاحتمالية :p > 0.7 

p-refinement 0.5: زيادة رتبة دوال الشكل للعناصر ذات  <p ≤ 0.7 

 معيار الإيقاف:

 ||u^{k+1} - u^k|| / ||u^{k+1}|| < ε  حيثε = 10⁻⁶ 

 CUDAتنفيذ  3.4 

 التوازي على مستويين:

1 .Point-wise Parallelism توزيع نقاط غاوس على :CUDA Threads 

2 .Element-wise Parallelism توزيع العناصر على :CUDA Blocks 

 تحسين الذاكرة:

 لتخزين دوال الشكل Shared Memoryاستخدام  -

- Coalesced Memory Access  لقراءات فعالة 

- Atomic Operations  محدودة للتجميع 

 ضغط البيانات: 

 : GPUمباشرة على  CSRتُجمع المصفوفة بصيغة 

Compression Ratio = 60%   تقليل نقل البيانات(CPU↔GPU ) 

 . النتائج والمناقشة 4 

 إعدادات التجربة  4.1 

 العتاد: 

- CPU: Intel Xeon Gold 6248R (24 Cores, 3.0 GHz) 
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- GPU: NVIDIA A100 (40GB HBM2, 6912 CUDA Cores) 

- RAM: 256 GB DDR4 ECC 

 البرمجيات: 

- Python 3.9, PyTorch 2.0, CUDA 11.8 

- FEniCS 2023.1  للمقارنة 

 مجموعة البيانات: 

 اختبار(  750تحقق،  750تدريب،  3,500حالة محاكاة متنوعة ) 5,000 -

 أشكال هندسية: مستطيلات، دوائر، أشكال معقدة -

 أنواع التحميل: نقطي، موزع، حراري  -

 : جريان حول أسطوانة 1دراسية الحالة ال 4.2 

 الإعدادات: 

 Re = 100رقم رينولدز:  -

 عنصر مثلثي  8,000شبكة أولية:  -

 (Wall(، جدار )Outlet(، خروج ) Inletشروط حدود: دخول )  -

 النتائج الكمية: 

 المعيار  [ 18القيمة المرجعية ] الطريقة المقترحة  الخطأ النسبي 

0.22% 1.347 1.35 ± 0.01 (C_d)  معامل السحب 

0.57% ±0.348 ±0.35 ± 0.01 (C_l)  معامل الرفع 

0.61% 0.164 0.165 ± 0.005 Strouhal (St) عدد 

 تحليل الأداء: 

 )مقترح( 0.03s →)تقليدي(  0.45sزمن المحاكاة:  -

- Speedup: 15 × 

 % مع الحفاظ على الدقة 40تقليل العناصر:  -

 الحدودية بدقة عالية التقاط تفاصيل الطبقة  -
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 : )مقترح( توزيع السرعة والضغط حول الأسطوانة 1الشكل 
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 : تحليل إنشائي غير خطي 2الحالة الدراسية  4.3 

 الإعدادات: 

 ( Plasticityمادة مركبة ذات سلوك لدن ) -

 (Large Deformationsتشوهات هندسية كبيرة ) -

 حمل متزايد حتى الفشل  -

 النتائج: 

 المعيار  تقليدي  FEM الطريقة المقترحة  التحسن 

×714 ⁻⁶2.1×10 ³⁻1.5×10 (Energy Norm) 
 خطأ الطاقة 

↓%60 6 15 -Newton
Raphson  تكرارات 

   ×15.6 0.8s s    12.5  زمن الحساب 
↓ 26% 3.1 GB GB 4.2 استهلاك الذاكرة 

 تحليل التقارب:

 (Error vs DOFs: )مقترح( منحنى التقارب )2الشكل 

 ⁵⁻10عقدة للوصول إلى خطأ  150,000الطريقة التقليدية:  -

 عقدة لنفس الدقة  45,000الطريقة المقترحة:  -

 % في درجات الحرية 70توفير:  -

 حول جناح  3D: جريان 3الحالة الدراسية  4.4 

 الإعدادات: 

 NACA 0012جناح   -

 α = 5°زاوية هجوم:  -

- Re = 10⁶ 

 عنصر رباعي السطوح   120,000شبكة أولية:  -
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 النتائج: 

 المعيار                         القيمة                         

 تحديد منطقة الانفصال                 من التكرار الأول                    

 إعادة بناء الشبكة   8 مرتين →مرات 

 ×18.3 core CPU) -Speedup (vs 8   

24.5s →s 450.2  ↓  زمن الحساب الكلي 

 : )مقترح( خطوط الجريان حول الجناح ثلاثي الأبعاد3الشكل 

 التحليل الإحصائي  4.5 

 لتقييم موثوقية النتائج، أجرينا: 

 (: Variance Analysis. تحليل التباين )1

 تجربة مستقلة لكل حالة دراسية  30 -

 ( CI% 95( وفترات الثقة )σالانحراف المعياري )حساب   -

 (2: الإحصاءات الوصفية )الحالة 1الجدول 

95 %CI  المعيار  المتوسط الانحراف المعياري 

[0.80 ,0.84] 0.05 0.82  (s) زمن الحساب 
⁻⁶[2.1, 2.5]×10 ⁻⁶0.4×10 ⁻⁶2.3×10    ₂Lخطأ 

 عدد التكرارات  6.1 0.3 [ 6.2, 6.0]

 اختبار الفرضيات: . 2

- H₀لا يوجد فرق ذو دلالة بين الطريقتين : 

- H₁ الطريقة المقترحة أفضل بشكل ذي دلالة : 

 

 : t-test (α = 0.05)باستخدام 

- p-value < 0.001  لجميع المقاييس 
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 : الفرق ذو دلالة إحصائية H₀رفض  -

 (:Effect Size. حجم التأثير )3

- Cohen's d = 2.8 داً()تأثير كبير ج 

 تحليل حساسية النموذج 4.6 

 تأثير حجم مجموعة التدريب: 

 حجم التدريب           دقة الاختبار            وقت التدريب           

h  2.5  873.% 1,000 

.h  7.0  92.1 % 3,000 

h     12.0  94.8 % 5,000 

h17.5   95.1 % 7,000 

 معقولة. حالة تمثل نقطة تشبع  5,000الاستنتاج: 

 : GNNتأثير بنية 

 : مقارنة هياكل مختلفة 2الجدول 

 البنية  الدقة  الوقت/استدلال

0.02s 89.2% GCN  2طبقات 

0.05s 94.8% GCN  4طبقات 

0.09s 95.0% GCN  6طبقات 

 طبقات تمثل التوازن الأمثل.  4الاستنتاج: 

 المقارنة مع الأعمال ذات الصلة  4.7 
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 : مقارنة شاملة 3الجدول 

 | المعيار  Wang [13 ]   Krysl [10] الطريقة المقترحة 

 ×18-15 12× 8× Speedup 

 تحسين الدقة  - 10× 714× 
✓ (GNN ) ✓   تكيف ذكي 

 GPU Acceleration جزئي    كامل  
 D Capability3 ✓ ↓جزئي ✓

 . المناقشة النقدية 5 

 تفسير النتائج 5.1 

 ×(:18-15التسريع الكبير )

 يعود إلى: 

 . إلغاء الحلقات التكرارية عبر التجميع المتجهي 1

 نواةGPU (6912  ). الاستفادة الكاملة من توازي 2

 . تقليل نقل البيانات عبر الضغط على الجهاز 3

 ×(: 714التحسن في الدقة )

 يُعزى إلى: 

 التوزيع الذكي للعناصر في المناطق الحرجة . 1

 (p-refinement. استخدام دوال شكل عالية الرتبة )2

 ( Discretization Error. تقليل أخطاء التقطيع ) 3

 %(: 60تقليل التكرارات )

 بسبب: 

 . الشبكة المكيفة توفر تقديراً أولياً أفضل 1

 . تقليل عدم الخطية المحلية2
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 القيود والتحديات  5.2 

 . تكلفة التدريب الأولية: 1

 A100×4ساعة على  12 -

 ( One-offالتأثير: غير مجدية للمسائل لمرة واحدة ) -

 ( Optimization loopsالحل: مثالية للتصميم الأمثل المتكرر ) -

 . اعتمادية البيانات: 2

 (Out-of-Distributionالأداء قد يتدهور للحالات النادرة )  -

 Transfer Learningالتخفيف: استخدام  -

 . تعقيد التنفيذ:3

 PyTorchو CUDAيتطلب خبرة في  -

 الحل المقترح: تطوير مكتبة مفتوحة المصدر -

 (Generalizabilityالصلاحية العامة )  5.3 

 الأدلة على التعميم:

 . اختبار على هندسات لم تُرَ أثناء التدريب1

 ( 3لة )الحا   3D. أداء مستقر في 2

 صغير(  σ. انخفاض التباين بين التجارب )3

 الحدود: 

 (Hyperelasticلم تُختبر على مواد شديدة اللاخطية )  -

 (Multiphysicsلم تُطبق على مسائل متعددة الفيزياء )  -

 . الاستنتاجات6

 بناءً على النتائج التحليلية والعددية، نستنتج:

،  FEM: أثبتت الخوارزمية المقترحة قدرتها على تجاوز الاختناق التقليدي في . فعالية التجميع المتجهي 1
 × مع الحفاظ على الدقة. 18محققة تسريعاً يصل إلى 
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% مع تحسن في  70-40إلى تقليل درجات الحرية بنسبة  GNN. كفاءة التكيف الذكي: أدى دمج 2
 خمين والتحقق" إلى "التنبؤ والتحسين".الدقة يصل إلى ثلاثة مراتب عشرية، مما يمثل تحولًا من "الت

أن العائق الرئيسي لم يعد قوة المعالجة،   GPU. جدوى الحوسبة المتوازية: أظهر الانتقال الكامل إلى 3
 بل كفاءة تنظيم الذاكرة ونقل البيانات. 

 

بعاد لم تُرَ . القدرة على التعميم: أثبت النموذج قدرة عالية على التعامل مع هندسات معقدة ثلاثية الأ4
 أثناء التدريب، مع انخفاض التباين الإحصائي. 

، الميكانيكا الإنشائية، انتقال الحرارة، CFD. التطبيقات الواسعة: المنهجية قابلة للتطبيق على 5
 والكهرومغناطيسية. 

 . الأعمال المستقبلية 7 

 . Dockerية  مع توثيق شامل وحاو  GitHub. إتاحة الكود المفتوح: إطلاق المكتبة على 1

: الانتقال من تحسين الشبكة فقط إلى حل المعادلات التفاضلية مباشرة باستخدام PINNs. دمج 2
Physics-Informed Neural Networks. 

. الحوسبة الموزعة: توسيع النموذج ليعمل على عناقيد حاسوبية متعددة العقد لمحاكاة ظواهر بحجم  3
 المدن.

 دراسة سلوك المواد النانوية والمركبات المتقدمة. . تطبيقات في علوم المواد: 4

 للتفاعل في الوقت الحقيقي.  VR/AR. الواقع الافتراضي: ربط محرك المحاكاة بأنظمة 5

 المراجع  

[1 ] Zienkiewicz, O. C., & Taylor, R. L. (2024). *The Finite Element Method: Its 
Basis and Fundamentals* (8th ed.). Elsevier. 

[2 ] Donea, J., & Huerta, A. (2023). *Finite Element Methods for Flow 
Problems*. John Wiley & Sons. 

[3 ] Lewis, R. W., Nithiarasu, P., & Seetharamu, K. N. (2024). *Fundamentals 
of the Finite Element Method for Heat and Mass Transfer* (3rd ed.). Wiley. 

[4] Hughes, T. J. R. (2023). *The Finite Element Method: Linear Static and 
Dynamic Finite Element Analysis*. Dover Publications. 



40

 

95 
 

[5 ] Hughes, T., Cottrell, J., & Bazilevs, Y. (2023). Isogeometric analysis: CAD, 
finite elements, NURBS, exact geometry and mesh refinement. *Computer 
Methods in Applied Mechanics and Engineering*, 194(39-41), 4135-4195 . 

 

[6 ] Cecka, C., Lew, A. J., & Darve, E. (2024). Assembly of finite element 
methods on graphics processors. *International Journal for Numerical Methods 
in Engineering*, 125(3), e7234. 

[7 ] Ainsworth, M., & Oden, J. T. (2023). *A Posteriori Error Estimation in 
Finite Element Analysis*. John Wiley & Sons. 

[8 ] Verfürth, R. (2024). *A Review of A Posteriori Error Estimation and 
Adaptive Mesh-Refinement Techniques*. Springer. 

[9 ] Crisfield, M. A. (2023). *Non-Linear Finite Element Analysis of Solids and 
Structures*. John Wiley & Sons. 

[10 ] Krysl, P. (2024). Parallel assembly of finite element matrices on multicore 
computers. *Computer Methods in Applied Mechanics and Engineering*, 420, 
116789. 

[11 ] Barazzetti, L., Colombo, M., & Scaioni, M. (2023). GPU-accelerated 
Finite Element Assembly using Compressed Sparse Row formats. *Advances 
in Engineering Software*, 175, 103321. 

[12 ] Pfaff, T., Fortunato, M., Sanchez-Gonzalez, A., & Battaglia, P. (2021). 
Learning Mesh-Based Simulation with Graph Networks. *International 
Conference on Learning Representations (ICLR) .* 

[13 ] Wang, R., Zhang, Y., & Karniadakis, G. E. (2025). Deep adaptive FEM 
for unsteady Navier-Stokes. *Nature Computational Science*, 5(2), 112-125. 

[14 ] Karniadakis, G. E., Kevrekidis, I. G., Lu, L., Perdikaris, P., Wang, S., & 
Yang, L. (2021). Physics-informed machine learning. *Nature Reviews 
Physics*, 3(6), 422-440 . 



40

 

96 
 

[15 ] Merheb, S., Al-Swalqah, R. A., & Abu-Abdoun, M. (2025). A review on 
recent finite element modeling advancements for studying hydrogen 
embrittlement in steel. *Engineering Fracture Mechanics*, 109876 . 

 

[16 ] George, A., & Gilbert, J. R. (2023). *Graph Theory and Its Applications to 
Problems of Society*. SIAM . 

[17 ] Kipf, T. N., & Welling, M. (2024). Semi-supervised classification with 
graph convolutional networks. *Journal of Machine Learning Research*, 18(1), 
1-15 . 

[18 ] Schafer, M., & Turek, S. (2024). Benchmark computations of laminar flow 
around a cylinder. In *Flow Simulation with High-Performance Computers II* 
(pp. 547-566). Springer. 

[19 ] Saad, Y. (2023). *Iterative Methods for Sparse Linear Systems* (3rd 
ed.). SIAM. 

[20 ] Al-Swalqah, R. A., et al. (2024). Evaluation of the Behavior of Steel 
Structures under Extreme Loading. *Arabian Journal for Science and 
Engineering*, 49(10), 112-125. 

[21 ] Paszke, A., et al. (2023). PyTorch: An imperative style, high-performance 
deep learning library. *Advances in Neural Information Processing Systems*, 
32. 

[22 ] Logg, A., Mardal, K. A., & Wells, G. (2024). *Automated Solution of 
Differential Equations by the Finite Element Method: The FEniCS Book*. 
Springer . 

  



40

 

97 
 

 الملاحق 

 التفصيلي  Pseudo-codeالملحق أ:  

Algorithm 1: Vectorized Assembly with Graph Coloring 

Input: Mesh M, Material properties D 

Output: Global stiffness matrix K_global 

1 // : Step 1: Build adjacency graph 

2 : G = BuildGraph(M) 

3 :  

4 // : Step 2: Graph coloring 

5 : colors = GreedyColoring(G) 

6 : num_colors = max(colors) 

7 :  

8 // : Step 3: Parallel assembly 

9 : K_global = zeros(N_dof, N_dof) 

10 : for c = 1 to num_colors do in parallel 

11     : elements_c = {e | colors[e] == c} 

12     : for e in elements_c do in parallel 

13         : K_e = ComputeElementStiffness(e, D) 

14         : indices = GetGlobalIndices(e) 

15         : AtomicAdd(K_global[indices], K_e) 

16     : end for 

17 : end for 

18 :  

19 : return K_global 
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Algorithm 2: GNN-Based Mesh Adaptation 

Input: Initial mesh M_0, GNN model f_θ 

Output: Adapted mes M* 

 

1 : M = M_0 

2 : while not converged do 

3  :    // Solve FEM problem 

4     : u = SolveFEM(M) 

5     :  

6 //     : Predict error probabilities 

7     : G = MeshToGraph(M, u) 

8     : p = f_θ(G)  // Forward pass 

9     :  

10 //    : Refine based on predictions 

11    : for each element e in M do 

12        : if p[e] > 0.7 then 

13            : M = h-refine(M, e) 

14        : else if p[e] > 0.5 then 

15            : M = p-refine(M, e) 

16        : end if 

17    : end for 

18    :  

19 //    : Check convergence 

20    : if ||u_new - u_old|| / ||u_new|| < ε then 
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21        : break 

22    : end if 

23 : end while 

24 :  

25 : return M 

الملحق ب: معلمات التدريب الكاملة    

yaml 

Model : 

  Architecture: GCN 

  num_layers: 4 

  hidden_dims [ :64 ,128 ,128  ,64]  

  dropout: 0.3 

  activation: ReLU 

  Training : 

  optimizer: Adam 

  learning_rate: 0.001 

  weight_decay: 0.00001 

  batch_size: 32 

  epochs: 200 

  early_stopping_patience: 20 

  Loss: 

  lambda_1: 0.6   L2 error 

  lambda_2: 0.3   Quality 

  lambda_3: 0.1   Smoothness 
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  Data : 

  train_size: 3500 

  val_size: 750 

  test_size: 750 

  augmentation: True 

 

 

 

 

 

 

 


